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RESUMEN
En este articulo, se estudia la construccion de una herradura con medida de Lebesgue
positiva, esta herradura es edificada de manera anéloga a la herradura de Smale. La
diferencia es que la herradura de Smale tiene medida de Lebesgue cero presentando
caos, que desde el punto de vista probabilistico podria ser despreciable, sin embargo
al construir la herradura con medida positiva vemos que no lo es.
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ABSTRACT
In this article, the construction of a horseshoe is studied with positive Lebesgue
measure, this horseshoe s built by analogy to the way Smale horseshoe. The difference
is that the Smale horseshoe has zero Lebesgue measure introducing chaos that from
the point of view probabilistic could be negligible, however when constructing the
horseshoe with positive mea- sure we see that it is not.
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1. Introduccion

En el presente trabajo tratamos con conjuntos hiperbdlicos, en el ca-
so continuo esto se presenta cuando la matriz jacobiana asociada a una
funcién presenta sus autovalores son positivos y negativos, en este caso al
punto fijo se llama punto fijo hiperbdlico, vea [10]. Aqui trataremos con
conjuntos hiperbdlicos es decir que en cada punto del conjunto el espacio
tangente posee una descomposicién en suma directa de dos subespacios
invariantes, ver definicién 2.1, un ejemplo de este tipo de conjuntos es la
herradura de Smale este conjunto se construye de la siguiente manera:

Sea una regién D C R? que consiste de dos regiones semicirculares
D1, Ds unidas al cuadrado unitario R = D2 U D3 U D4. (Ver figura 2).

Sea f : D — D una funcién diferenciable que envia D en la herradura
como se muestra en la figura 2. También se asume que f estira D1 U Dy
uniformemente en la direccién horizontal por un factor u > 2 y con-
trae uniformemente en la direccién vertical por 0 < A < 1/2. Desde que
f(Ds) C Ds, entonces el Teorema de punto fijo de Brouwer garantiza la
existencia de un punto fijo p € Ds.

Sea Ry = f(D2)NRy R1 = f(D4)NR. Ademés se nota que f(R)NR =
Ro U R;. El conjunto f2(R)N f(R)N R = f*(R) N R consiste de cuatro
rectangulos horizontales R;j,i,j € {0,1}, de altura A? (ver figura 3). De
manera general, para alguna sucesién finita wo, ..., w, de ceros y unos, se
tiene

Rw0~~~wn = Rwo N f(Rwl) n---N fn(an)

es un rectangulo horizontal de altura A", y f™(R) N R es la unién de 2"
de estos rectangulos.

Para una sucesién infinita w = (w;) € {0,1}"°, con No = Z* U{0}, sea
Ru = NZof'(Ru,).

El conjunto H+ = N2 f™(R) = U, Ry es el producto de un intervalo
de longitud 1 y un conjunto de Cantor vertical el cual se denota por C'.
Ademids la proyeccién de f"(R) N R al eje vertical tiene longitud (2A)".
También se tiene que f(HT) = H™.

De manera andloga se construye H~ usando preimagenes. Se observa
que fT1(Ro) = fY(R) N Ds, y f*(R1) = f*(R) N Dy, son rectangu-
los verticales de ancho p~ !, ademés la proyeccién de f~"(R) N R al eje

2
horizontal tiene longitud (=)". Para alguna sucesién finita w_p,, ..., w_1
o

de ceros y unos, se tiene N/~ f~*(R.,,) es un rectangulo vertical de ancho
™y H =052, f%(R) es el producto de un intervalo vertical de lon-
gitud 1 y un conjunto de Cantor horizontal denotado por C~. Luego el
conjunto herradura es definido por:

H=H"NnH =n2__f(R)

es el producto de dos conjuntos de Cantor C~ con CV, es cerrado y
f—invariante. Ademdas mediante una conjungacién con el espacio de dos
simbolos se pueba que:

a) Una infinidad numerable de 6rbitas periddicas de todos los periodos.
b) Una infinidad no numerables de érbitas no periddicas.
¢) Una 6rbita densa.

La manera de construir la herradura de Bowen, es decir una herradura con
medida de Lebesgue positiva, es completamente analoga a la construccién
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de la herradura de Smale. La diferencia radica que en el proceso de obtener
conjuntos de Cantor se retiran intervalos de distintas longitudes. El hecho
de que la herradura de Bowen sea construida de la misma manera que la
de Smale implica que posee las mismas propiedades que esta.

La herradura de Bowen también presenta caos, luego desde un punto de
vista probabilistico ya no es desechable pues esta herradura tiene medida
de Lebesgue positiva.

2. Materiales y métodos

Definicién 2.1. Un conjunto invariante tiene estructura hiperbélica
para un difeomorfismo f en M si:
(i) En cada punto p € A, se cumple T, M = Ej @ E;, el espacio tangente
a M se descompone como la suma de Ej y Ej.
(ii) Esta descomposicién es invariante mediante la aplicacién derivada
en el sentido que Df,(Ey) = EY,) v Dfp(E}) = £},
(iii) Existen 0 < A < 1y C > 1 independientes de p tales que Vn > 0,

IDfpv’] < CX"|o*|, Vo' € Ep, y
IDfy "o < CA"[vY], Vo €Ej.

Si el conjunto invariante A tiene estructura hiperbdlica para f. También
se dice que A es un conjunto (invariante) hiperbélico.

Observacion 2.2. Con la hipotesis dadas en la definicién 2.1 para el conjun-
to hiperbdlico, se sigue que E; y E;, varfan continuamente con p, (ver [3]).
En términos de conos, la continuidad puede expresada como sigue: dado
e > 0, existe § > 0 tal que si d(p,q) < J, entonces

E; C Cple) = {v" +0° 10" € By, v° € B}, ||0°]| < ¢]|v"]|}.

Ver pégina 267 de [12].

Ejemplo 2.3 (Punto fijo hiperbdlico). Si se supone que A se reduce a un
punto p, se tiene que f(p) = py Dpf es un isomorfismo de T, M en si
mismo. En este caso existira la division hiperbdélica si todos los autovalores
de D, f tienen mdédulo distinto de 1.

Ejemplo 2.4 (Orbita periédica hiperbdlica). Sea A una érbita periddica;
A={p1,...,pr}; f(pi) = pix1(mod k), k > 2. Entonces se tiene

TMy =Ty, MU---UT, M).

Una descomposicién hiperbdlica de T'M es una descomposicién hiperbdli-
ca de los espacios tangentes de M en cada punto de la érbita es decir,

M = EISH D Egi
Tf(E;,) = E;,, (modk);
TfE,,) = E;i-u (mod k).

En este ejemplo se tienen las siguientes observaciones:
(1) Df* es un automorfismo en cada T}, M.

(2) Existe una descomposicién hiperbélico en T My si y solo si cada p;
es un punto fijo hiperbélico para f*.

Definicién 2.5. Se dice que un difeomorfismo f : M — M de clase C*
es Anosov, si M es un conjunto hiperbdlico para f.

En la siguiente seccién se presenta un difeomorfismo de Anosov.
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3. Una aplicacion lineal hiperbdlica en el
toro
Sea la aplicacién lineal de R? dada por la matriz
2 1
(2 )
Los autovalores son A = (3++/5)/2 > 1y 1/\. La aplicacién expande por

X en la direccién del autovector vy = ((1++/5)/2, 1), y se contrae por 1/\
en la direccién del autovector vy, = ((1 —/5)/2,1).

Figura 1: La imagen del toro bajo A (pégina 14 del libro [2])

(1,1

,-f (2,1)

(0,0

(3,0)

Los autovectores son perpendiculares puesto que la matriz es simétrica.
Desde que A tiene entradas enteras, entonces preserva Z? C R? e
induce una aplicacién del toro T? = R2/Z2, en si mismo.

R? 4A>R2

| |

T? = R?/Z2 —2 > T2 = R?/7?
La aplicacién A estd definida por
A(m)- (@) 2
(ver figura 1). T? es un conjunto invariante para A porque A tiene autova-

lores uno mayor que 1 y el otro menor que 1, ademds A~ tiene entradas
enteras (esto es porque det(A) = 1y A tiene entradas enteras).

Por lo tanto A es un difeomorfismo de Anosov para T°. (2)

Ademés se observa que los puntos periédicos de A : T2 — T? son los
puntos con coordenadas racionales. Por lo tanto se obtiene la siguiente
proposicién
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Proposicién 3.1. La aplicacion A : T> — T2, definida como en (1)
es un difeomorfismo lineal de Anosov. Ademds, los puntos periddicos de
A T? — T? son los puntos con coordenadas racionales y forman un
conjunto denso en T2.

Demostracion. La prueba de que A sea un automorfismo lineal de Anosov
estd hecha en (2).

Solo resta mostrar que los puntos periédicos de A corresponde con el
conjunto de puntos racionales de R*/Z?, es decir, el conjunto

{(%,%)JrZz: p1,p2,q €N, 0<pi,p2<gq, q>0}- (3)

El hecho de elegir el mismo denominador para los puntos racionales, en

(3), es que si tomamos (p—l, ]2), entonces al aplicar A se tiene
q1 Qg2

Z(]ﬂ pfz) _ (2101(12 + p2q1 P1g2 +p2Q1)
o’ g q192 ' q1q2

con lo cual se retorna al caso en el que los denominadores son iguales. Por
lo tanto es suficiente trabajar con el conjunto definido en (3).

~En efecto sea (z1,22) € ]RQ/Z2 un punto periédico de A, se tiene
An(m, x2) = (x1,x2), para algin n > 0. Por lo tanto

T _ T ni
A( s ) = < s )+< o )maraalgunosm,nzeZ. (4)

Como A es hiperbdlica, entonces A no tiene autovalores de médulo 1, luego
A" no tiene autovalores de médulo 1. Por lo tanto A™ — I es invertible.
Entonces las soluciones de (4) tienen la forma

( o ) =(A"=Dn"" ( s ) , para algunos ni,ns € Z.

X2 n2

Como (A™ — I) tiene todas las entradas en Z, entonces (A™ — I)™" tiene
todas las entradas en Q, por lo tanto x1,z2 € Q.

Sea (p—l, @) un punto con coordenadas racionales, entonces al aplicar
q 4q

A de manera sucesiva se tiene

Z(IQ Pi) _ (2]71 +p2 p1 +p2)
a’q a ' q
Zz(& ]2) _ (5p1+3p2 3p1—|—2p2)

q 49 q q
luego existe algin no € N tal que A"° (&7 12) = (&7 @)7 es decir

q 9 q q
(p—l, 12) es un punto periédico para A.
q 9

Esto termina la demostracién de la proposicién. O
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4. La herradura de Smale

4.1. Sea una regién D C R? que consiste de dos regiones semicirculares
D1, Ds unidas al cuadrado unitario R = Dy U D3 U Dy. (Ver figura 2)

Figura 2: La funcién herradura (pdgina 15 del libro [2])

Sea f: D — D una funcién diferenciable que envia D en la herradura
como se muestra en la figura 2. También se asume que f estira D U D4
uniformemente en la direccién horizontal por un factor u > 2 y con-
trae uniformemente en la direccién vertical por 0 < A < 1/2. Desde que
f(Ds) C Ds, entonces el Teorema de punto fijo de Brouwer garantiza la
existencia de un punto fijo p € Ds.

Sea Ry = f(D2)NRy R1 = f(D4)NR. Ademés se nota que f(R)NR =
Ro U R1. El conjunto f2(R) N f(R)N R = f*(R) N R consiste de cuatro
rectdngulos horizontales Rij,i,5 € {0,1}, de altura A\* (ver figura 3).

Figura 3: Rectdngulos horizontales (pagina 16 del libro [2])

R }Ro
)
}Roo
Rl }Rm
}Rn
R
De manera general, para alguna sucesién finita wo, . .., w, de ceros y unos,

se tiene
Rusg..wn = Rug N f(Rwl) n---n fn(an)
es un rectdngulo horizontal de altura A", y f"(R) N R es la unién de 2™
de estos rectangulos.
Para una sucesién infinita w = (w;) € {0, 1} con Ny = Z+T U {0}, sea
R, = ﬂfiofl(Rwi).
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El conjunto H' = N5y f"(R) = Uy, R, es el producto de un intervalo
de longitud 1 y un conjunto de Cantor vertical (Un conjunto de cantor es
un conjunto compacto, perfecto, totalmente disconexo) el cual se denota
por CT. Ademas la proyeccién de f™(R) N R al eje vertical tiene longitud
(2\)™. También se tiene que f(H'") = H™.

De manera andloga se construye H~ usando preimagenes. Se observa
que fH(Ro) = fTHR)N D2,y fH(R1) = fY(R) N Dy, son rectdngu-
los verticales de ancho ;1 ', ademés la proyeccién de f~"(R) N R al eje

. . . 2 . .
horizontal tiene longitud (=)". Para alguna sucesién finita w_m, ..., w_1
I

de ceros y unos, se tiene Oz’ilffi(Rwi) es un rectangulo vertical de an-
cho p™™, y H- =N f~*(R) es el producto de un intervalo vertical de
longitud 1 y un conjunto de Cantor horizontal denotado por C'.

Lema 4.2. Los conjuntos de cantor C* y C™ definidos en el pardgrafo 4.1

tienen medida de Lebesgue cero.

Demostracion. Por el proceso de construccién C tiene medida lim (2))"
n—oo

1
y puesto que A\ < B resulta:

medida(CT) = 0.
De manera andloga, tomando en cuenta que p > 2

medida(C™) = lim (2;171)" =0.

n— o0
Esto termina la prueba. O
Definicion 4.3. El conjunto herradura
H=H"NnH =n2_Lf(R)

es el producto de dos conjuntos de Cantor C~ con C™T, es cerrado y
f—invariante. Ademds debe tener las siguientes propiedades

a) Una infinidad numerable de érbitas periddicas de todos los periodos.

b) Una infinidad no numerables de érbitas no periddicas.

¢) Una 6rbita densa.

4.4. Para cada punto x € H es posible asociar una sucesién de 0's y 1’s
somo sigue

wn(z) =0, si f™(x) € Ro

wn(x) =1, si f"(x) € Ru.

Esto pemite definir el homeomorfismo

DA — ﬁ{O,l},

T —  {wn(z)}

(5)

El siguiente lema prueba que, efectivamente, ¢ es un homeomorfismo.
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Lema 4.5. (ver pdgina 25 de [13]) Sea ® la funcion definida en (5). Se

denota por X(2) al espacio compacto® H{O, 1} con la topologia producto y

— 00

un abierto bdsico para la topologia de H{O, 1} estd dado por los conjuntos

abiertos
Cer, ... epsin, .. in) = {{wn} rwi, =€1,...,wi, =ep, €5 € {0,1}}.

FEntonces

a) Eziste un automorfismo natural de 3(2), el shift v dado por (Y{wn})r =
wik+1- Esto hace que el siguiente diagrama conmute:

H——>H .
¥(2) —— X(2)

flu
¥

b) La funcion definida en (5) es un homemorfismo entre A y H{O, 1}.

c) Sea f:A— A v:3(2) = X(2) y®: A — 3(2) el homeomorfismo
definido en (5). Si f y v son topoldgicamente conjugados® por ®,
entonces ® lleva drbitas de f en drbitas de ~y.

DEMOSTRACION. La prueba del item a) es directamente de las definiciones
de ® y o.
Para la prueba del item (b) se inicia probando la continuidad de ®.

® es continua Sean x € H, U una vecindad de ®(z). Es posible tomar
un abierto basico, es decir un cilindro abierto

Cil(®(z), N) = {{yn} : i = (®(2)):, para |i] < N},

tal que Cil(®(z), N) C U.

Para cada i € Z con |i| < N es posible tomar una bola Bs, (f*(z))
contenida en la franja horizontal de f(R) N R en la cual f*(z) se
encuentra. Puesto que f es continua, entonces para todo ¢ € Z con
li| < N se tiene que (AN f~%(Bs,(f*(x)))) es una vecindad de z en

A. Luego la interseccién finita

By(x)= () (AN (Bs,(f'(2)))

li|l<N

también es una vecindad para z en A. Por construccién ®(By(x))
estd contenido en el cilindro Cil(®(z), N). Por lo tanto ® es continua.

IEsto es por el teorema de Tychonoff, ver pagina 224 de [6].
2S8i o f = yo ®, se dice que f y v son topolégicamente conjugados mediante el
homemorfismo ®.
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® es inyectiva Sean z,y dos puntos en H, tal que ®(z) = ®(y). El pri-
mer paso es mostrar que si la parte positiva de las sucesiones son
iguales, es decir, (®(x)); = (®(y))s, Vi > 0, entonces las abcisas de
x e y son iguales.
En efecto Puesto que ®(z) = ®(y) se tiene que f'(z) y £ (y)
estdn en la misma franja horizontal de f(R)NR (ver figura 2), enton-
ces f'(x) y f(y) estdn en la misma franja horizontal y también en
la misma franja vertical de f~*(R) N R. Porque f*(z) y f*(y) estan
en la misma franja vertical de f~'(R) N R se tiene que:

Jabeisa(f'*" (y)) — abeisa(f"*'(#))| = pulabcisa(f(y))
—abcisa( ()],

donde p > 2 es el factor que estira D2 U D4 uniformemente en
direccién horizontal. Por lo tanto Vn se tiene que:

labcisa(f" (y)) — abcisa(f™(x))| = p"|abcisa(y) — abcisa(x)].

Si se supone que abcisa(y) # abcisa(x) y se hace n — oo se tendria
que la distancia entre las abcisas de f™(z) y f"(y) es infinita, esto
es imposible pues f™(z) y f"(y) siempre permanecen en R. Luego
abcisa(y) = abcisa(z).

De manera analoga analizando el pasado de x e y se puede mostrar
que ordenada(xz) = ordenada(y).

Asi x =y y por lo tanto ® es inyectiva.

® es sobre En la figura 3, se puede observar que f(R)N R estd divido en
dos rectangulos disjuntos Ry y Ri, al aplicar nuevamente f a cada
uno de estos rectangulos se obtienen cuatro rectangulos Ro1, Roo,
R0, Ri1, los cuales se denotan del siguiente modo

(07 0) = RoN f(Ro), (0, ].) =RoN f(Rl)
(1,0) IRlﬂf(Ro), (1,1) IRlﬂf(R1).

Sea a = (a1, ...,an) una sucesién finita de 0's y 1's y se asume que
Reo = Iy N f(Ray)N- N fY¥(Ray ) es una franja horizontal no vacia
contenida en Ry 6 R;. Esto es, se ha mostrado que

IoN f(Ia) = Io N f(Ray) N0 YT (Ray)

LN f(la) =10 f(Ray) N0 Y (Ray)
son dos franjas horizontales no vacias.

Por induccién se tiene que para cada sucesién finita ao, . . ., a, existe
una franja horizontal no vacia

Lag N f(Ray) N0 fY 7 (Ray) # 0.

Sea a = {a; }iez. Se quiere probar que la interseccién Io = ﬁ;;oioo_fi(lai),
es no vacia, pues si esto fuese verdad se tiene que si z € I, f'(z)
pertenece a I,, para cada i y ®(x) = {ai}icz con lo cual ® seria

sobreyectiva.
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En efecto para esto es suficiente que todas las intersecciones corres-
pondientes a las sucesiones finitas sean no vacias. Esto es, si todos
los conjuntos Io,n = ﬂ]foi(Iai) son no vacios, ellos forman una
sucesién encajada de subconjuntos cerrados no vacios del conjunto
compacto A. Por lo tanto la interseccién I, = Ny la,n es también
no vacio.

Por lo tanto ® es un homeomorfismo, es decir el item (b) es vélido.
Para la prueba de (c), sea z¢g € A, entonces la érbita de z¢ bajo f es

{. . .,fﬁn(l’o), . ,,fﬁl(l'o),wo,f(l'o), . .,f"(:vo), PN },

dado que f = ®~! o~ o®, entonces para n > 0 se tiene:

f(xo) = @ loyodo---0® 'oryod(xo)(n veces)
fr(xo) = @7 o™ o d(xo),
de donde
P o f"(xo) =" o ®(x0), (6)

es decir @ lleva érbitas de f en orbitas de v para n > 0.
También vale que f~! = ® 1 o4~ ! o @, entonces para n > 0 se tiene:

f(x0) = @ loylodo---0d oyl o®d(w0)(n veces)
fMwo) = @71 oy "o d(x0),
de donde
Po f7(wo) =" o B(xo). (7
Por lo tanto de (6), (7) se tiene que @ lleva las érbitas de f en las 6rbitas
de 7, esto prueba el item (c) y por lo tanto la prueba del lema. O

Observacion 4.6. Se observa que la funcién v : £(2) — 3(2) tiene exacta-
mente dos puntos los cuales son la sucesién cuyo todos sus elementos son
ceros y la sucesion que tiene todos sus elementos iguales a uno.

Las sucesiones bi-infinitas las cuales se repiten peridédicamente después
de alguna longitud fija se denotard por la sucesién de longitud finita con
una barra encima, ver pagina 87 de [15], por ejemplo:

{---101010101010---}  es denotado por {1010}
{---010010010010---}  es denotado por  {010010}

Para la siguiente proposicion, la cual involucra la dinamica de ~, es
necesario definir los siguientes conjuntos
Definicién 4.7. Sea la funcién v : 3(2) — X(2), se define lo siguiente
a) El conjunto Per(y) = {p € (2) : v*(p) = p, para algun k}.

b) Un punto p € 3(2) se dice no errante para -, si para toda vecindad
U de p existe un nimero entero positivo n tal que v (U) NU # 0.
Luego el Conjunto no errante () se define

Q(y) = {p € 2(2) : p es no errante}
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Observacion 4.8. Se puede observar lo siguiente
Per(X) C Q) C X(2),

y puesto que Q(y) es cerrado, (pues es el complemento de un conjunto
abierto), se tiene

Per(\) C Q(\) C X(2).
Proposicién 4.9. (Ver pdgina 90 de [15]) La funcion v : 3(2) — X(2)
tiene:
a) Una infinidad numerable de drbitas periddicas de todos los periodos.
b) Una infinidad no numerables de drbitas no periddicas.

¢) Una orbita densa, es decir Q(y) = Per(y) = X(2).

DEMOSTRACION.
a) Primero se observa que las érbitas de sucesiones las cuales se repiten
periédicamente son periddicas bajo la iteracién por ~, por ejemplo,
para las sucesién {10,10} se tiene

110,10} = {0L,01}
+{01,01} = {I0,10}.
Asf v*{10,10} = {10,10} es una 6rbita de periodo 2 bajo .
En general:
= {5051 Sk-1.5051 " Sk—1}
’Y(S) = {8182 ©++8k—150.5182 - 51@—150}
v?(s) = {5283 8k_15051.5253 50561}
'yk(s) = {5081 Sk—1-5051 " Sk-1}.

Por lo tanto la sucesién de orbitas de repeticion periédicas de periodo
k corresponden a 6rbitas de a de periodo k. Ademas, dado cualquier
k fijo el nimero de sucesiones que tienen bloques de longitud k que
se repiten periédicamente es finito, asi que, « tiene una infinidad
numerable de érbitas periddicas teniendo todos los periodos posibles,
por ejemplo

Periodo 1 : {0,0} {1,1}
Periodo 2 : {10,10} — {0L,01} — {10,10}
. {01,01} — {10,10} — {01,01}
Periodo 3 : {001,001} — {010,010} — {100,100} — {001,010}
. {010,010} — {100,100} — {001,001} — {010,010}
{100,100} — {001,001} — {010,010} — {100,100}
{011,011} — {110,110} — {101,101} — {011,011}
{101,101} — {011,011} — {110,110} — {101,101}
{110,110} — {101,101} — {011,011} — {110,110}

En general existen k! érbitas periédicas de periodo k que correspon-
den al nimero posible de permutaciones del bloque a la derecha del
punto decimal, .sps1 - Sg—1.
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b) Dado que X(2) es no numerable si quitamos la infinidad numerable
de sucesiones de simbolos periédicos, permanecerd un nimero no
numerable de sucesiones de simbolos no periddicos y dado que las
orbitas de sucesiones no periddicas nunca se repiten queda probado
b).

¢) Primero hay que definir una métrica en 3(2).

Sean
S = {-o,Somy e, 5-150,81, " »5n, "}
S = Lo 8 81sh, Sty Sy )

dos elementos en 3(2), se define una métrica en 3(2) como sigue:

d:22)x%(2) — R
+oo

(s,8") — d(s,s')= Z

i=—00

|si — sil
21l

Para probar el item ¢) se tiene que mostrar la existencia de algin
s € X(2) tal que su 6rbita sea densa en X(2), es decir, para cualquier
s’ € ¥(2) y dado € > 0 se debe tener

d(s',v"(s)) < e.

Para construir s primero se observa todas las sucesiones finitas de
longitud & por ejemplo:

longitud 1 :  {0}{1}

longitud 2 : {00}{01}{10}{11}

longitud 3 : {000}{001}{010}{011}
{100}{101}{110}{111}

En general existen 2" sucesiones finitas de longitud k. Ahora se in-
troduce un orden en las sucesiones finitas de 0’s y 1’s del siguiente
modo: Sean s = {s182-- Sk} vy 5= {51525 }, se dice que s <3
sik < k', en el caso en que k = k' se dird que s < 5 si s; < 5; donde
s; es el primer entero donde s; # 5;, por ejemplo

{0} < {1}, {0} < {00}, {01} < {11}, etc.

Este ordenamiento permite diferenciar sucesiones finitas de igual lon-
gitud. Asf se denota las sucesiones de 0's y 1’s de longitud k como
sigue:

o < sk < sty
donde el superindice indica la longitud de la sucesién y el subindice
indica la sucesién en particular de longitud k, la cual estd determi-
nada de manera unica por el orden anterior, por ejemplo:

longitud 1 : {0}} < {1}3

longitud 2 : {00}F < {01}3 < {10}3 < {11}3

longitud 3 : {000} < {001}3 < {010}3 < {011}} <
: {100} < {101}% < {110}3 < {111}}
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Esto nos da una manera de escribir el candidato para una érbita
densa, que es la siguiente:

_ 3333221 1223333
s ={ - 53555155515253.51515351535557 - }.

Luego s contiene todas las sucesiones posibles de longitud fija. Solo
resta probar que la érbita de s es densa en 3(2).

En efecto: sea s’ un elemento arbitrario de 3X(2) y sea una vecindad
(cilindro) de s’

CiIM©O (') = {" € £(2) : d(s',s") < €}
de manera equivalente
CiM (s = {" € B(2) : s = s, V|i| < M}.
Por construccién de s, la sucesién finita
{s ar- -8 18081 --su}

estd contenida en algin lugar de s. Luego debe existir algiin M tal

que d(’yM(s)7 s") < e. Por lo tanto se concluye que la érbita de s es
densa en X(2).

Por la observacién 4.8 resta probar que Per(y) = X(2). Es decir se
tiene que construir una sucesién de puntos periddicos 7, que conver-
jan a un punto arbitrario s = (...s-25-1.80.5182...). Se define la
sucesion (7n)nen cuyo término general es

Tn = ( ..85-n8-285-1.50.51..-8n.+..5...85—n...5-25-1.50-81....Sn ...

esto es, T, es una sucesion periddica cuyas entradas son iguales a
las de s desde la (—n)ésima entrada hasta la nésima entrada. Por lo
tanto 7, — s. Esto termina la demostracién.

O

El teorema principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema 4.10. La herradura de Smale tiene:

a) Una infinidad numerable de orbitas periddicas de todos los periodos.

b) Una infinidad no numerables de érbitas no periddicas.

¢) Una drbita densa.

d) Tiene medida de Lebesgue cero.
DEMOSTRACION. Puesto que f es topolégicamente conjugado a =, la de-
mostracién de los item (a), (b) y (c) del teorema sigue del lema 4.5 y del

teorema 4.9. La prueba de (d) se desprende del lema 4.2. Esto termina la
demostracién del teorema. O
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5. Una herradura con medida de Lebes-
gue positiva

La herradura de Smale, la cual es un conjunto de Cantor, tiene medida
de Lebesgue cero. Sin embargo es posible construir una herradura, en el
sentido de la definicién 4.3, con medida de Lebesgue positiva, el proceso
de construccién es analogo, sin embargo se coloca una restriccién en la
medida de los intervalos que se retiran en la construccién estos intervalos
no todos tienen igual medida. Aqui se hace uso de los articulos [1,5].

Lema 5.1. Sean I un intervalo no degenerado de la recta real y (o )nen
un sucesion de nimeros reales de modo que o, > 0, Vn € NU{0}, ademds

Z an < U(I), donde I(I) denota la longitud del intervalo 1. Ademds sea
n=0

s=5152-8, €EXT(2) = {s:N = {0,1} : s(i) = s; € {0,1}, i€ N}
una sucesién de 0's y 1's de longitud n = n(s), es posible que la sucesién
sea vacia si se toma la longitud n = n(s) igual a cero, entonces existe un
conjunto de Cantor de medida positiva definido por

K= U &

m=0n(s)=m

Demostraciéon. Sea I = Iy = [a,b], de este intervalo se retira el interior
del intervalo I el cual tiene longitud ao, con esto Iy C Iy al efectuar este
retiro restan dos intervalos ,uno a la izquierda y otro a la derecha, a los
cuales se denotan por Ip e I;.

De cada uno de estos intervalos I, (k = 0,1) se retiran el interior de
los intervalos I;; los cuales tienen longitud %+ y también poseen el mismo
centro de I. Asi se tiene 4 intervalos los cuales se denotan por Ioo, lo1,
Io, I11. (Ver figura 4)

Figura 4: Conjunto Cantor de medida positiva ( [1])

a{ %f’_%} FL?+? }b Ij) = o
—
Iy Iy I
l— ’) T J__ r——| j £(I*)~£ . |
a @ o @ o b =iy =—
Ty e T TS
Iy 0 Iy I ST 1 Iy
B ] [ ] } UI5) = I(I3) =
ot tL TR i
— 1(I) = U(I3) = P
I ETE) I();l Iiﬁtl I fl

- . .
- . . .
. . .

Al repetir este proceso y considerar la sucesién s de longitud n = n(s) se
define Iyo e Is1 los intervalos de la izquierda y de la derecha que restan

cuando el interior del intervalo I; es retirado de I,.
Qn(sk)
on(sk)

De esta construccién se tiene que Ig;, k = 0,1 tiene longitud
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el mismo centro de I4;. Luego el conjunto de cantor estd dado por:

KI: m U Iia

m=0n(s)=m

donde los intervalos que fueron retirados del intervalo I tienen longitud
distinta.
La medida de Lebesgue de K esta dad por:

m(Kr) =1UI) =Y an,

se nota que la medida del conjunto de Cantor K7 es positiva pues

ian <I(I).

O
Proposicién 5.2. Sea J otro intervalo no degenerado, (Bn)nen una su-

cesion de puntos con B, > 0y Zﬁn < I(J), es posible construir, de
n=0
manera andloga, intervalos Js, J; y K.

Se asume que Bn — 0 cuando n — oo, donde (aw,) son los mismos
Qn
del lema 5.1. Ademds se elige una sucesidn de nimeros (0n)nen tal que
on — 0 cuando n — oo y para cada s se considera
gs 12 — J:

un difeomorfismo de clase C* que preserva orientacion. También se asume
que gs satisface:

i) gs(x) =~ para x una extremidad de I,

ii) gs(I3) estd contenido en un intervalo generado por y+6, y g—z +6,.

Al considerar todas las sucesiones s se que tiene la funcion
g:Ur-Ux (8)

estd bien definida, entonces se tiene lo siguiente:
a) U, IS es denso en I.
b) La funcion g definida en (8) es uniformente continua.
¢) Es posible extender g a una funcién g* : I — J tal que g* es un

homeomorfismo, ademds g* es de clase C'.

DEMOSTRACION. Primero demos un ejemplo para entender mejor la nota-
cién, al fijar la longitud de s se considera un difeomorfismo g, : I3 — J;.
Por ejemplo si n(s) = 1 se tiene que

I; =1, Ul Ulj,
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Figura 5: Difeomorfismo que preserva orientacién ( [1])

-~~~ J=e,d]

J/? Iy, Jy linea roja
- - - - Iy, Jy linea verde
C ¢ I, J; linea azil

Ji=Jy UJsuUJy,
y para este caso un difeomorfismo gs viene dado por la figura 5. Para pro-

bar que |J, I es denso en I. Sean x € I, € > 0, si z estd en el complemento
de |, I: es inmediato.

Suponga que © € K1 = ﬂ U I, entonces x € U Is,Ym € N.
m=0n(s)=m n(s)=m
Sea no € N tal que an,—1 < €. Luego existe 2’ € I\ U I, tal que

n(s)=ng

|z — 2] < any—1 < €. Con esto queda probado que |J_ I3 es denso en I.

Para probar que g es uninformente continua, se toma ¢ > 0, y sean
z,y € U, I3 tal que |g(z) — g(y)| < e. Al tomar no € N tal que 3,, < ey
lg(x) — g(y)| < Bny < € basta elegir 6" = au,, para tener |g(z) — g(y)| < e
esto vale Vn > ng.

Luego existe §* tal que si x,y € U I3, entonces |g(z) — g(y)| < e.

n(s)=no

Falta probar la afirmacién para n < ng para esto se usa que g € C*.

Como g € C!, entonces ¢’ estd acotada por M, en I7 donde n = n(s)
para todo n < ng. Por el teorema de valor medio se tiene:

lg(z) =g < 19" (Qllz —yl < e, si o —y| < dn

donde 0, = ML y ¢ pertenece al intervalo formado por z e y.

Es suficiente tomar 6 = min{d*,d1, - ,0n,—1} para obtener que |g(z)—
g(y)| < e. Por lo tanto g es uniformemente continua. Ademds g es un di-
feomorfismo.

Para probar (c) se hace uso del item (b), puesto que este es vélido
es posible extender g de manera uniformemente continua a una funcién
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g* : I — J definida por
g@) , welJI

limg(y) , z€K;

Yy—z

g9 (z) = (9)

Para probar que ¢g* es un homeomorfismo, se hace uso del siguiente

diagrama
-1
2= r<—g .
Idps \L lm,; Idpx 1 lldlg
* *y—1
—C o 1 g

Como g es un difeomorfismo, entonces existe g~ : Jg« — Iy« y de la misma
forma es posible extender g~' a una funcién continua (¢*) ™' : J — I, solo
resta probar que (g*) ™! es la inversa de g*.

Para ello se debe verificar que (¢*) " *g* = Idr y g*(¢*) " * = Id,.

Del diagrama de arriba se tiene Idj: o g = g" o Idyx y Idgs o gl =
(9*) " oldys, de la primera igualdad se tiene g* o (¢*) ™" = Id;» y de la
segunda se tiene g* o (¢*) " = Id;=.

Por lo tanto (g*)™" es la inversa de g* y como ambas son continuas
entonces g* es un homeomorfismo.

Para probar que g* es de clase C, se tiene que la derivada de g* viene
dada por

@y ={ 7@ T

vy , x€K;
tomemos x € I, esto produce dos casos:
(i) Siz € I'\ K;, entonces = € I, para algin s. Puesto que g*|;, = g de
clase C! se tiene que ¢’ es continua en .
Por lo tanto (¢g*)’ es continua en x.

(ii) Siz € Kr, sea (Zn)nen una sucesién tal que x,, — = cuando n — oo,
se debe estimar

[(g7) (@) = (¢7) (wn)| = |7 = (g")' (zn).
Para esto hay tres casos:
i") Si (@n)nen C Ki, entonces |(g*) (x) — (¢*) (zn)| = 0. Por lo
tanto (¢*)'(x) — (¢%)'(zn) cuando n — oo.
i) Si (@n)nen C I\ K7,

(97) (x) = (") (@n)] = Iy = ' (zn)| < On,

esta dltima desigualdad de da por la caracteristica b) dada para
la funcién g'. Luego cuando n — oo, §, — 0 con esto se tiene
(") (zn) — (¢%)'(z) cuando n — oo. Por lo tanto (g*)" es
continua en x.

iii’) Si (zn) = (wn,) U (zn,) donde (xn,) C I\ Kry (zn,) C KT,
entonces de a) y b) se tiene (¢*)(zn) — (¢*)’(z) cuando n — oco.
Por lo tanto (g*)" es continua en x. Esto prueba que (g*)’ es
continua en z.
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Esto termina la prueba de que g* es de clase C' y por lo tanto
termina la prueba de la proposicién.

O

Es decir se ha obtenido un difeomorfismo, al que se denomina G, G :
I — J de clase C'. En el siguiente teorema se construye la herradura de
medida positiva.

Teorema 5.3. ([5]) Sea (Bn)nen una sucesion con B, > 0, Z fBn <2y

n=0
% — 1, se considera J = [—1,1], I = [22 1] y la sucesion (an)nen dada
poT QU = Bt . Ademds sea S =1 x J y f: S — R? un difeomorfismo,

donde S = I x J, definido por:
1. f(z,y) = (G(x),G"(y)), para (z,y) € I x J.
2. flz,y) = (G(—x), -G~ (y)), para (z,y) € —I x J.

3. f(MyN(JxJ)=0 dondeT—(—% %)XJ,

entonces existe una herradura de clase C*, en el sentido de la definicidn
4.8, con medida de Lebesgue positiva.

DEMOSTRACION. Empezaremos probando que la herradura tiene medida
[e o]

positiva, para ello sea (8y)nen una sucesién con B, > 0, Zﬂn <2y

n=0
Bg“ — 1.
Sean J = [—1 1] I = [70, 1] y la sucesién (an)nen dada por a, =
/Bn+1

. Entonces Z an < I(I) y v = 2, con esto es posible obtener un
n=0
difeomorfismo G : I — J de clase C' de la manera descrita anteriormente.
Para la construccion de la herradura se debe tener en consideraciéon
las propiedades de G, en este caso la principal de ellas es que preserva
orientacién. Por tanto se realiza los mismos pasos que para la construccién
de la herradura de Smale, es decir, se contrae el cuadrado S en la direccién
en la direccién vertical y se estira en la direccién horizontal y por iltimo se
dobla en forma de herradura interceptando con S, esta nocién geométrica
de lo que debe pasar con S es traducida en la definicién del difeomorfismo
f como sigue: ¢ Sea f : S — R? un difeomorfismo, donde S = I x J,
definido por:

1. f(z,y) = (G(z),G"*(y)), para (z,y) € I x J.
2. f(z,y) = (G(=z), -G *(y)), para (z,y) € —I x J.

3. f(T)N(JxJ)=0 donde T = (—@ @) J.
Bo Bo
Hay que describir como trabaja fen I x J, —[ X J y en (—? =) xJ.
Se observa en la figura 6 que cada punto (z,y) € I x J es lleva-
do por f en un punto (G(z),G"*(y)) € J x I. En particular f(1,y) =
(G(1), G (y)) (se denota por f(1,%) la imdgen del conjunto {1} x J por
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f.) G(1) = 1 pues si no lo fuera existirfa algin ¢ € [’8—20, 1) tal que G(c) =1
y se tendria G(c) > G(1) lo que contradice el hecho que G preserva orien-
tacién. Por tanto f(1,y) = (1,G~'(y)). Como en la figura 6.

De la misma manera se tiene:

72 = e(2).67 W) = (1,67 W),

Si G(2) # 1 existirfa ¢ € (2,1] tal que G(c) = -1 < G(2) lo

que de nuevo contradice el hecho que G preserva orientacion. Asi se tie-
ne la imdgen de I x J bajo f como en la figura 6. De manera analo-

Figura 6: Accién de fen I x J ([1])
)

f
IxJ ——=— fIx 5

3|

ga se analiza cuando (z,y) € —I x J, en este caso se tiene f(z,y) =
(G(—z),—G™*(y)) € J x (=I). En particular
F(-1y) = (@), -G ) = (LG W), F(2 ) = @67 w)),

como puede ser visto en la figura 7

Figura 7: Accién de fen —I x J ([1])

1 !
—-I=xJ 1 — 1
-1 1, -1 LI
H=1x.0)
-1 -1
. . —Bo Bo
Falta analizar lo que ocurre en la regién 1" = 5 g x J para ello se
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toma un segmento de recta AB donde A € I xJy B € (—I)x.J. Se observa
(ver figura 8) que cuando se aplica el difeomorfismo f al segmento AB,
la curva f(AB) est4 ligada sin interrupciones por un punto en f(I x J)
y un punto en f((—I) x J) y puesto que f(T)NJ x J =0y G preserva
orientacién, se concluye que f(7') es una regién como en la figura 8.

L) < ()

f [

1 7T 1

AT — f(4)
A B
o [y &4 1

2 |2
~ fB)

Figura 8: Acciéon de fen T = <

=

Asi se define la herradura )2 como el conjunto

—+o00
Q= (] (S =KsxK,.
De forma anéloga que en la herradura de Smale, los iterados f™(S) para
n < 0 serdn heraduras en posicién vertical en S. Por tanto se tiene una
herradura de Smale con la inteseccién de esos conjuntos.
La herradura de Bowen 2 tiene medida de Lebesgue dada por:

m(Q) = m(KJ X KJ) = (m(KJ))2

Pero m(Ky) =2 — Z Bn > 0, luego

m(Q) = (2= Ba)’ >0.

Puesto que la construccion es anédloga a la herradura de Smale de medida
nula es posible encontrar una conjugacién entre la herradura de Bowen
y el espacio X(2) definido en el lema 4.5, es decir para la herradura de
Bowen es valido el item (b) del lema 4.5. Por ello la definicién 4.3 es
satisfecha. Esto completa la prueba. Con esto se acaba la construccién de
la herradura de Bowen. O

Si tuviésemos la intencién de construir una herradura de clase C? con
medida positiva, esto no se podria por el siguiente resultado.

Teorema 5.4. Sea f € C? como en el teorema 5.3, entonces la herradura
tiene medida de Lebesgue cero.

Demostracion. Ver el teorema 5,6 de [4]. O
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6. Aplicaciones

Existen muchas aplicaciones sobre la existencia de herraduras como
por ejemplo:

= En neurociencia, se presentan herraduras en el estudio de ecuaciones
diferenciales que modelan las redes neuronales. Para esto ver [16].

= En matemadtica, existe una estrecha relacién entre los puntos ho-
moclinicos transversales y la existencia de herraduras. Para esto
ver [9].

= En ingenieria: en ecuaciones diferenciales de control de masas aco-
pladas. Para esto ver [7].

= En probabilidad. Podemos analizarlo de la siguiente manera: Al ha-
cer una conjugacion entre el espacio de dos simbolos y el conjunto
herradura y reflexionamos nos dice que cualquier futuro que nos
imaginemos es posible para al menos un punto, luego predecir se
hace imposible pues todo es posible. El libre albedrio en su maxima
expresion.
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