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Resumen

En este articulo, se comunica el estudio de la bisqueda de ciclos limite
del sistema diferencial 4 prototipo Rossler, haciendo uso del método de
averaging. Aqui estudiamos a [3]
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Abstract

In this article, the study of the search for limit cycles of the Rossler
prototype differential system 4 is reported, using the averaging method.
Here we study [3]
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1. Introduccion

El sistema 4-prototipo Rossler es un sistema de 3 ecuaciones diferen-
ciales no lineales de la siguiente forma

’

r = —y—z
y = z (1)
2= ay(l-y) - Bz,

las cuales fueron analizadas y estudiadas por Otto Rdssler.

Estas ecuacién definen un sistema din amico continuo, en el cudl se
hace presente el caos. De aqui que su estudio el estudio de la existencia
de ciclos limite es de gran importancia.

2. Materiales y métodos
Para el estudio de la existencia de los ciclos limite del sistema 4 proto-

tipo Rdssler haremos uso del siguiente teorema cuya demostracién puede
hallarse en [2], [4], [1].
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Teorema 2.1. Considere el siguiente sistema diferencial
@' (t) = eFy(t,z) + €R(t, x, €) (2)

donde Fy : Rx D — R", R: Rx D X (—ef,ef) = R"™ son funciones
continuas, T-periddicas en la primera variable y D es subconjunto abierto
de R™. Se define f1 : D — R"™ como:

Fi(2) = /0 Fi(s, 2)ds (3)

Y se asume que:

(i) Fi, R, D,F, D2F, D, R son definidas, continuas y limitadas por una
constante M (independiente de €) en D x [0,00); —ef < € < €f

(ii) para a € D con fi(a) =0, se tiene Jy, (a) # 0.

Entonces para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe una solucion T —periddi-
ca (-, €) del sistema 2 tal que ¢(-,¢) — a cuando € — 0

3. Resultados y discusiéon

Fl sistema 4-prototipo Rossler que se considera es el siguiente

/

r = —y—z
y = x (4)
2 = ay(l—y) — Bz,

Teorema 3.1 ([3]). Considere el sistema 4-prototipo Rossler (4) que sa-
tisface (o + 28)a > 0. Ademds se considera los nuevos pardmetros (a,b)
definidos como sigue a = ea y B = —e(b+ 1—%2;2172) Entonces para € > 0
suficientemente pequeno existe una solucion periddica e de (4) tal que
Ye = {z=3yn{2” + (y + 2)* = =22} cuando e — 0. Mas aun e es
asintoticamente estable cuando a +b < 0 e inestable cuando a + b > 0.

Demostracion. Desde que a = eay f = —e(b+ 7537) ~ —€(a +b), si

(a + Qﬁ)a > 0 y € es suficientemente pequeiio, entonces

(a+2b) <0, (5)
porque (o 4 28)a ~ —e*(a + 2b)a, asi el sistema (4) puede ser escrito
como:

= —y—z
U x (6)
2 = eay(l—y)+elb+ H_E%bz)zg

el polinomio caracteristico del sistema linealizado en el punto de equilibrio
localizado en el origen es

(A —eb)[~1 + €?b(a — b) + aeX — (1 + €2b*)\?]

p(A) = TS

ademas cuando € — 0 los autovalores asociados al polinomio caracteristico
son 0, +7, después del cambio de variable
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X 0 -1 -1 z
y |=[1 0 o y
Z 0 0 1 z

la parte lineal en su forma de Jordan esta dada por

0 -1 0
1 0 0
0 0 0

asi el sistema (6) puede ser escrito como

X' = Y +ef(X,Y,Z2)+0(?)
Y = X
7' = —ef(X,Y,Z) + O(e?),

con f(X;Y;Z) = —bZ+a(X+X>+2X Z+7Z?), ahora al realizar el cambio
de coordenadas a coordenadas cilinddricas con X =rcosf, Y = rsinf y
z = Z entonces el sistema sigue como

ro= €g1(0,7,2) + O(€?)
0 = 1+4eg2(0,r 2)+0()
o= egs(0,r2) + O(&),

con
g1(0,1,2) = —cos g3 (0,7, 2)
g2(0,r,2) = Sliegg(a,r,z)

g3(0,7,2) = bz—a(z®+rcosO(l+2z+rcosh)),

ademas éste sistema esta bien definido para r > 0. M&s atn en esta region
para e suficientemente pequefio se tiene que ¢’ > 0 en una bola grande
centrada en el origen, luego se puede reescribir el sistema diferencial como

% = 691(97 T, Z) + 0(62)
% = €g3(0,7,2) +O(?)

tomando € como nueva variable, el sistema (3) es 2w —periddico y estan en
su forma estandar para aplicar el teorema donde las funciones promedio
de g1 y g3 con respecto a 6 son

1 2m
gl(r7z) = g1<97r7 Z)dg

Gy 0, Tar(l+2z)
1 s
g3(r,2) = %/ 93(0,r,2)d0 = %[fa(rz+2z2)+2bz}
0

el tinico cero (1", z*) con r* > 0de la funcién (r, z) — F(r, z) = (g,(r, 2),g5(r, 2))

es (r*,z%) = (y/— %2, =1) como (a + 2b)a < 0 entonces r* € R, ademds

el jacobiano de § en el punto (r*,z") es

0 /_(a.+2b)a
* * _ 2
Dy, 2) = _,/_(at2b)a at+b
2
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su determinate es det(DF(r*, z*)) = —1a(a+2b) > 0 por lo tanto (r*, z*)
5 un cero simple de § luego se concluye por el teorema la existencia de
na 6rbita 2m-periddica ve = {(r(0,¢),2(0,¢€)) : 0 < 0 < 27} del sistema
3) tal que (r(0,¢€),2(6,€)) — (r*,z")) cuando € — 0.

Adems4s si se denota por A1, A2 los autovalores de la matriz DF(r*, z*)
> obtiene que

A1 Ao = det(DS(r*,z*)) >0, Ai+Xa=a+b

s decir o bien A1, A2 son ambos positivos o bien A1, A2 son ambos negativos
lego la dribta 2m—periddica es asintoticamente estable si a +b < 0 e
1estable cuando a + b > 0 entonces la conclusién del teorema sobre la
stabilidad ha sido probada.

Ahora regresando através de los cambios de variable, se tiene que el
stema (3) tiene una érbita periédica v — C' cuando ¢ — 0 donde C
5 el circulo dado por C = {Z = 2"} N {X? + Y? = 7*?} la interseccién
e un plano y un cilindro, finalmente el sistema (3) y por lo tanto el
stema 4-prototipo Rossler tiene una orbita periddica . tal que v, —
z=2"YyN{z? + (y + 2)? = r*?} cuando ¢ — 0. O

‘eorema 3.2. [3] Considere el sistema 4-prototipo Rossler (3) que satis-
wce a > 203, Ademds se considera los nuevos pardmetros (a,€) definidos
omo sigue o = €(2a — 1 + a®¢®) y B = €(1 — a). Entonces para € > 0 y
> % suficientemente pequeno eziste una solucidn periddica ye de (3) tal
ue ve &> {z=-3n{+ (y+2)° = M} cuando € — 0. Mas aun

. es asintéticamente estable cuando % < a <1 einestable cuando a > 1.

Yemostracion. Desde que a = ¢(2a—1+a*e?) y B = e(1—a), si (a+28)a >
y € es suficientemente pequeno, entonces el sistema puede ser escrito

>mo:
= —y—z
y = T
Y = d@a—1+ay(—y)— (- a)d,

| sistema (3) tiene un punto de equilibrio en

a(1 4+ ae?) a—1 B
"a(2+ae?) — 17 a(2 + ae?) — 1

(e, Ye, ze) = (0 1)

| cual existe para valores suficientemente pequenos de € cuando a # % El
olinomio caracteristico del sistema linealizado en el punto de equilibrio
Te, Ye, 2ze) estd dado por:

p(A) = (ae — N)(A* + e\ +ae® + 1)

demads cuando € — 0 los autovalores asociados al polinomio caracteristico
m 0, %4, luego se traslada el punto de equilibrio al origen mediante la
mcién (z,y,2) = (& — Te, y — Ye, 2 — 2e) el sistema (3) queda expresado

>mo
ES —y—z
vy o= x
7 = —(1+ad®)y+(1—a)z+ (2a —1+a**)y?],
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después del cambio de variable lineal

X 1 0 0 b
y |=(0 11 y
z 00 1 z

la parte lineal en su forma de Jordan estd dada por

0 -1 0
1 0 0
0 0 O

asi el sistema (6) puede ser escrito como

X = -Y
V' = X+ef(X,Y,2)+0()
Z' = ef(X,)Y,2)+0(),

con f(X;Y;Z) = (1 =2a)Y? + Z(a+ Z — 2aZ) + Y[2Z(2a — 1) — 1],
ahora al realizar el cambio de coordenadas a coordenadas cilinddricas con
X =rcos,Y =rsinf y z = Z entonces el sistema sigue como

r o= eg1(0,7,2) + O(c?)
0 = 1+e€g20,r 2)+0()
Zl = 693(677’,2)4*0(62),
con
g(0,r,z) = sinfgs (0,1, z)
92(07T, Z) = #.93(977’7 Z)
93(0,7m,z) = z(a+z—2az)+rsinf[2(2a — 1)z 4+ r(1 — 2a) sin — 1],

ademds éste sistema estd bien definido para r > 0. M&s ain en esta regién
para ¢ suficientemente pequefio se tiene que #’ > 0 en una bola grande
centrada en el origen, luego se puede reescribir el sistema diferencial como

% = €g1 (67 T, Z) + 0(62)
% = egg(ﬁ,r,z)+0(e2)

tomando theta como nueva variable, el sistema (3) es 2m—periddico y
estdn en su forma estandar para aplicar el teorema donde las funciones
promedio de g1 y gs con respecto a 6 son

2m
gi(r,z) = L g1(0,r,z)d0 = 11“(2,z(2a —-1)—-1)
27 0, 2
Gs(r,z) = L g3(0,7r,2)d0 = 1[7”2(1 —2a) + 2z(a + z — 2a2)]
2 Jo 2

el inico cero (r*, z*) con r* > 0de la funcién (r, z) — §(r, z) = (g,(r, 2),g5(r, 2))
es (r*,2") = (—=—=——, 55— ) que existe bajo la condiciijin de suponer
V2(2a—1)’ 2(2a-1)

que a > % esta condicién implica que a > < y 8 < 3, asf la restriccién

del pardmetro inicial sigue, ademads el jacobiano de § en el punto (r*,z")
es

v . 0 a—1

DF(r*,2") =

1
— aig
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y su determinante es det(DF(r*,2*)) = a — 1 > 0 por lo tanto (r*,z*)
es un cero simple de § luego se concluye por el teorema la existencia de
una 6rbita 2m-periddica ve = {(r(6,€),2(0,¢)) : 0 < 6 < 27} del sistema
(3) tal que (r(0,¢€),2(0,¢)) = (r*,2")) cuando € — 0. Adem4s si se denota
por A1, A2 los autovalores de la matriz DF(r*, z*) se obtiene que

A A2 = det(DF(r",2")) > 0, cuando a > %, traza(DF(r*,z") =a—1

luego la dribta 2m—periddica es asintéticamente estable si % <a<l1
e inestable cuando a > 1 entonces la conclusién del teorema sobre la
estabilidad ha sido probada.

Ahora regresando através de los cambios de variable, se tiene que el
sistema (3) tiene una 6rbita periédica ve — C cuando € — 0 donde C
es el circulo dado por C' = {Z = 2"} N {X? + Y? = 7*?} la interseccién
de un plano y un cilindro, finalmente el sistema (3) y por lo tanto el
sistema, 4-prototipo Rossler tiene una érbita peridédica . tal que v —

{z=—31n{2" + (y +2)* = 33,—yy} cuando € — 0. O

4. Conclusiones y sugerencias

Luego de nuestro estudio sobre la biisqueda de ciclos limite del sistema
4 prototipo Rdssler se tienen las siguientes conclusiones y sugerencias

1. Si el sistema 4-prototipo Rossler (4) que satisface (a+258)a > 0, en-
tonces existe una solucién periédica v, del sistema tal que ve — {z =
DIn{z®+ (y+2)*> = —%E22} cuando € — 0 y 7. es asintéticamente
estable cuando a + b < 0 e inestable cuando a + b > 0.

2. Si el sistema 4-prototipo Rossler (3) que satisface o > 23°, entonces
para e > 0y a > % suficientemente pequeno existe una solucién
periédica . de del sistema tal que ve — {z = —3} N {z® + (y +
2)? = m} cuando € = 0 y 7. es asintéticamente estable cuando

% < a < 1 e inestable cuando a > 1.
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